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Equazioni esponenziali

| X ©
2 : J
e
) )
Vi
; (47X
> | > >
I‘ _)

(A

e X+
,J‘L_\_
o \3/
J
J
\ \\-,‘l

¢/
5 o= ‘
s .) ‘,. 7‘ 'l /‘\ t {
[ &}
R YA |
g
-~ |
2
J
X+
::I\/







™
/
e ) o)
AI\J ™ }\J
™
I . (
. 4
x N
¥ ey
~
. gz ~— a
T x VA _
) o~ ~ S
4 = Y2l LAl
g
X ) N _ -
~ ! o
f <+ /L
T ¢ 8 1 >:
~ o4 ‘ x X
> . ~ e
.\l uJ —
.\1 “
9
[ / P
V)
O\
~J — \ ,
j b Z
X | |
X _ N |
S 4% )
"..\_ i ~J . .
} Z \ \'
<, f
~J

{ i T

/n\
< ~ X
™~NJ ~d ~J




-3 ~—
] 1)
LA |
I .
& X
.)/L .
| _).
| Il
X A
- e
~
'AD)]
( _
\ \
!
b
fl
<+ | _\/,_
~J
€
(D)
[
o
|
L)
Iy
J
| ~J
1. -4
)

- n
| !
X
ﬂ///._.
~ 2
4)/
-+
-1
bR x
~ LN




— &
4+ C = /
+\ +4
X+
a K+ i ) )
=) = 5
s
2 x g .3 i




9,

S o .
< )
RS C=(
2L |
E

o = D XK=

6 = X f w2
N ~ | 2 =-1 uvw{vs)!}« Av@L

I]







Disequazioni esponenziali
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Equazioni logaritmiche
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Disequazioni logaritmiche
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Equazioni esponenzidli
risolublli con I logaritmi
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Disequazioni esponenzidli
risolublli con I logaritmi
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Goniometrio
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Disequazioni goniometriche
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Dominio
di una funzione



Determinare il dominio della funzione

B rt—1
2342210z + 8

Y

Anche in questo caso bisogna porre il denominatore diverso da zero
z° + 22 — 10z +8#0

Utlizzando la regola di Ruffini € possibile scomporre il polinomio di terzo grado
nel prodotto dei due fattori

z° +z° — 10z + 8 = (z — 1) (z* + 2z — 8)

(Il secondo fattore potrebbe essere scomposto ancora con il metodo di Ruffini)
Il dominio D della funzione si determina ponendo

x—1#0
22 +22—-8#0

La prima inequazione da come risultato

g | (4)



Risolviamo I'inequazione z% + 2z — 8 # 0 utilizzando la formula ridotta

%:1+8=9
T127# —1+3
da cui
T # —4 (5)
T1 # 2 (6)

La soluzione formata dalle (4), (5) e (6) fornisce anche il dominio della funzione:
D={zeRlz#A-4Vz#1Vax#2}

D=R~ {-4,1,2}



Determinare il dominio della funzione
z? — 4z

y= 1 — 2

Anche in questo caso, trattandosi di una funzione irrazionale, dovremo porre
il radicando maggiore o uguale a zero e studiare la disequazione:

Tz 20 (®)

si tratta di una disequazione fratta da studiare ponendo maggiore o uguale a
zero il numeratore (NN) e maggiore a zero il denominatore (D) per poi studiare
il prodotto dei segni:

N>0;, z2—4z>0; r(z—4)>0
da cui

N120; 220

Ny > 0; x—42>0; o

Studiamo il segno del denominatore:

D> 0; 1-2z2>0; 2—-1<0



Dall’equazione associata ricaviamo le due soluzione (vedi esercizio precedente)
1 = —1 e o = 1, ma essendo questa volta il verso della disequazione discorde
rispetto al coefficiente di z? si avra:

-l1<z<1

Ricapitolando

1) ' 0; =l <2<l

Non essendoci soluzioni di molteplicitd pari ? si avra alternanza di segni negli

intervalli individuati dalle soluzioni stesse, ed assumendo la frazione valore neg-
ativo per x = —2, valore minore della soluzione piu piccola, si avra la seguente
alternanza dei segni negli intervalli individuati dalle soluzioni:

[~ se z €]—o00;—1]

22 — Ao + sez €]-1;0]
la frazione T2 2ssume segno {— sez€]0;]]
+ sex €]1;4]
— sez € |4;+o00|




Confrontando i segni degli intervalli con il verso della disequazione (8) si puo
concludere che il dominio della funzione é:

D={rcRl=lcer<iVi<cy <4}
D =]-1;0]U]1 : 4]

essendo z = 0 e £ = 4 inclusi in quanto soluzioni del numeratore.

Verifichiamolo graficamente




Determinare il dominio della funzione

Ve

3
+ =22+ + 30
r—9

y:

In questo caso abbiamo due radici e un termine frazionario. Le tre condizioni

vanno messe a sistema: )
z°—-3>0

z—5#0 (10)
22—2-30<0

Per la seconda radice abbiamo cambiato il segno di tutti i termini e il verso
della disequazione. Risolviamo la prima disequazione della (10). Consideriamo
I’equazione associata:

2 -3=0

r? =3

da cui si ottengono le due soluzioni opposte

re i3
D={zeRl-2<z<1}

D =[-2;1]

z =13



Avendo trovato due soluzioni distinte il A associato ¢ positivo per cui la
soluzione della disequazione (10) ¢ data dall’insieme degli intervalli esterni
rispetto alle due soluzioni ottenute

z<—V3vz>V3 (11)
L’inequazione z — 5 # 0 ha soluzione
D (12)
L’ultima disequazione € di secondo grado completa :

A=1+120=121

1121 111

2 2

T1,2

Le soluzioni dell’equazione associata sono:

Y e N (|
R T I
e
1411 12

=6

e 2 2



2 — g — 30 < 0 sarad dunque:

La soluzione della disequazione z
-5<z<6 (13)

Riportiamo la (10), la 12 e la (13) sul grafico del sistema:

v I
P 0.0
77 o 70

-5 ) /3 5 6

da cul ricaviamo il dominio:

D:{x€R|—5§x§—\/§V\/§§x§6V:cyé5}

D = |-5-v3| U [v3;5 U] 5;6]
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Studio
di una funzione
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f(x) = In(abs(x? - 5 x + 4))
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f(x) = 2 sin(x) - sin(2 x)
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f(x) =atan(1 /(1 - x))




Trasformazioni
geometriche



=3z —2y+1
Yy =4 +y—2
ta un’affinita, se ha punti uniti e come si trasforma il quadrato di vertici:

A(L:1), B(®2); C(2:2); D(2:1).

1) Data la trasformazione T : { , dire se rappresen-

Si calcola il determinante della matrice della trasformazione. Si ha:
3 —2
4. 1
e percio rappresenta un’affinita del piano in sé.
Andiamo adesso ad esaminare se la trasformazione ha punti uniti. Si
3 2 1 21 — 2 1.=0 1
T =or — 2y + o r—2y+ 1= 1?:5
y=4x+y—2 eq“mdl{4a;—2=0 =

che risultano quindi le coordinate del punto unito.
Infine, sostituendo le coordinate dei punti nelle equazioni della 7', si trova

facilmente che: A’(2;3), B'(0,4), C'(3;8) e D'(5; 7).

= 3+ 8 = 11 # 0. La trasformazione 7' ¢ allora non degenere

ha allora: {




, v | T=224+y+1
3) Data Uaffinita T : { i = 2y

unite e la trasformata di y = 2x.

, trovare © punti uniti, le rette

La T non & una similitudine, poiché anche se Va2 4+ ¢? = vVb% + d? =
k=5, ab+cd =2-14+1-2# 0. Per cercare i punti uniti, si ha:
r=2z+y+1 [ z+y+1=0
da cui
y=z+2y+1 zb gkl =10
determinato, si hanno infiniti punti uniti, cioé una retta di punti uniti (retta
puntualmente invariante), quella di equazione z +y + 1 = 0.

, per cui, essendo il sistema in-



, J——
4) Data la trasformazione T': { ;, _ _;C_ A
T e i suoi punti e rette unite (dalla Maturita Scientifica sper. PNI sess.

suppl.’92 ).

s1 individut la natura di

Poiché ad — bc = 1 # 0 la T' & un’affinita,e una similitudine di rapporto
k =1 (ab+ cd = 0), cioé un’isometria e precisamente (per le equazioni
gia viste) una simmetria centrale di centro C(0; —2). Come sappiamo (vedi
tabella) 'unico punto unito € il centro di simmetria e sono unite tutte le

rette che per esso passano, cioe il fascio di rette di centro C.

I’asse di simmetria

isometria Punti uniti Rette unite

identita tutti i punti sono uniti | tutte le rette sono
unite

simmetria assiale punti appartenenti al- | rette  perpendicolari

all’asse di simmetria

simmetria centrale

centro di simmetria

rette passanti per il
centro di simmetria

traslazione

non ha punti uniti
(eccetto l'identita)

rette parallele al vet-
tore che la individua

rotazione con centro in O

il centro di rotazione

non ha rette unite




Se non avessimo riconosciuto la natura della trasformazione, per ricercare
gli elementi invarianti avremmo posto:

= —
e quindi il punto unito C(0; —2).
{ g gy i 2 P (0;-2)

-

/

Per cercare invece le rette unite, trovata la 71 : { ;i :;, _ 43
la retta in forma esplicita y = mx + g si trasforma in ¢y’ = ma’ —4—¢q, da
cuim =me —4—q = g, cioe ¢ = —2; le rette unite sono allora: y = mx —2,

fascio di rette con centro C(0; —2).

Usando la forma implicita az + by +c¢ =0, si ha: az’ + by’ +4b—c =0
e dovendo essere proporzionali i coefficienti, essendo in questo caso uguale
ad 1 la costante di proporzionalitd poiché i coefficienti di z e 2’ e di y e
y’ sono uguali, si ha 4b — ¢ = ¢, cioe ¢ = 2b (con a e b arbitrari) e infine
ar + by + 2b = 0 o meglio ancora ax + b(y + 2) = 0. I risultati trovati
coincidono con quanto gia osservato.



Date le seguenti equazioni cartesiane, verificare se esse rappresentano delle
trasformazioni geometriche e motivarne la risposta:

'=2x-y+1 {x’=2x+y
59 s 2
(){y'=4x+2y—1 ) y =4x+2y-3

—

Ricordiamo che una trasformazione geometrica & una corrispondenza biunivoca che associa a ogni
punto del piano un punto stesso del piano.

Dunque, per verificare che (1) e (2) siano delle trasformazioni geometriche, dobbiamo riscrivere i
sistemi cercando di ricavarci x e y, ovvero, effettuiamo la trasformazione inversa.

Esplicitando x e y dalla (1) otteniamo le seguenti equazioni:

i e 1
x—4x R

1 1 3
Y Sk Yibo

1
+§y’—

Dunque la (1) definisce una trasformazione geometrica.

Dalla (2) invece, otteniamo:

<l B N
0= —2y =3
x=% ’—%y+3

le quali non definiscono in modo univoco le coordinate x e y, per cui la (2) non € una trasformazione
geometrica.



Dati i punti A(1, 2), B(—3,0) e C(—1, —3) determina i corrispondenti di A, B e C nella
omotetia di equazioni:
{ xli=2x
y =2y

e trova il rapporto tra i perimetri dei due triangoli omotetici. Che cosa si osserva?.

Chiamiamo i punti da trovare A', B' e C' e determiniamo le loro coordinate (x’,y") andando a sostituire
le coordinate (x,y) di A, B e C nelle equazioni della omotetia:

! x’=2‘1=2 !
4
A{y’=2-2=4 T o)

! x’=2'(—3)=_6 e

X =2-(-1) = =2 s A
A{y,=2.(_3)____6 > C'(-2,-6)

Dalla 1° proprieta delle omotetie, il rapporto tra due segmenti omotetici vale k = 2; ne segue che
anche il rapporto tra i perimetri dei due triangoli omotetici & pari al rapporto di omotetia k = 2.

Da queste considerazione emerge che i due triangoli omotetici sono triangoli simili.



Dati i punti A(1, 2), B(—3,0) e C(—1, —3) determina le equazioni della dilatazione con
centro nell'origine che trasforma i vertici A, B e C nei corrispondenti punti di coordinate

A'(3,-1).B'(=3,0)eC" (-3,-3).

Ricordiamo che le equazioni della dilatazione sono

s

Per determinare & e k, dobbiamo sostituire le coordinate di A’, B'e C’' inx" e y’, mentre le coordinate
diA, Be Cinxey. Facciamolo solo per i punti A’ e A e analogamente si fara le altre due coppie di
punti:

, k

i
b |
Il
-
(Y
-

Il
8| -
Il
I

| =



Riconosci che la seguente affinita € un'isometria e classificala:

e V5
X —§x+Ty

5
y ==Lx+ 2y

Si vede subito che le equazioni date esprimono una similitudine diretta con D > 0. Infatti le equazioni
sono del tipo

{x’ = a;x+ by + c;
V = -bix+ay+c

Inoltre, poiché D = 1, si tratta di un isometria. In particolare si ha una simmetria assiale con asse di
simmetria passante per l'origine del tipo y = mx.



Dalle equazioni della simmetria assiale, possiamo ricavarci il valore di m risolvendo il seguente

sistema:
1-m* _ 2
1+m2 ~ 3
2m_ _ 5
14+m? 3
5
V5 e V5.

; . : 5 : S
Dalla prima equazione risulta m = +-<-, mentre dalla seconda viene fuorim = 3

. - by 5 . - - .
Dunque il valore a comune da considerare e m = % L'asse di simmetria e dunque:

V5
y=-—7x



Date le equazioni

{x'=x+y—1

1. verifica che definiscono un'affinita;
2. stabilisci se si tratta di affinita diretta o inversa;

3. determina i punti A', B' e C' corrispondenti rispettivamente di A(—1,2), B(2,0) e C(1,-2)
nell'affinita;

4. determina i punti uniti;

5. verifica che I'affinita non & un'isometria




Rispondiamo al punto 1: per verificare che le equazioni date definiscono un'affinita, basta calcolare il
determinate D della matrice dei coefficienti di x e y che compaiono nelle equazioni, ovvero:

g |
D= =1-(-1)-2-1=-3#0
2 -1 ‘
Poiché D # 0 si tratta di un'affinita.
Punto 2: si tratta di un'affinita inversa dato che il determinante & negativo (D = -3 < 0).

Punto 3: calcoliamo i corrispondenti punti A*, B' e C' sostituendo le coordinate (x,y) dei punti A, Be C
nelle equazioni date:

o A=A =i Pl
$ '{y'=—2—2+1=—3 e )
"'=240-1=1
B’:{;'=4-0+1=5 243
T xl=1""2“‘1=—2 o
C'{y’=2+2+1=5 et 53

Punto 4: i punti uniti si determinano sostituendo (x’,y") — (x,y) nelle equazioni date e risolvendo il

sistema cosi ottenuto. Dunque:
— — =1
{x x+y—1 = o :
y=2x-y+1 x=3

L'unico punto unito & (%, 1).

Punto 5: Come visto qui, una affinitia & un'isometria se il determinante D = +1. Visto che
D = -3 # +1 possiamo concludere dicendo che I'affinitd non & una isometria.



Individua il centro di simmetria della curva di equazione xy — 2x + y + 1.

Il centro di simmetria C(xs, Yar), deve soddisfare le equazioni cartesiane di una simmetria centrale:

{x’ = 2xy — X
y, — 2)'M_y

che possono essere riscrette per comodita nel seguente modo:

{x=2xM—x’
y=2yy—Y

dove (x’,y") sono coordinate di punti appartenenti alla curva data.



Sostituendo le espressioni di x e y alla curva data otteniamo:

(2xp = x)2ym —¥) = 22xyy —x )+ 2y =y +1=0

e sopprimendo gli apici

(2xy = x)2yy —y) = 2(2xy = x)+ 2y —y+1=0

Svolgiamo i calcoli e raggruppiamo i termini con parte letterale xy, x, y e i termini noti:

4xMyM —ZxMy—nyM +xy—4xM +2x+2yM —)’+ =t
xy+ (—2ym +2)x + (=2xp — D)y + dxpyy —4xpy + 2y +1 =0

Dovendo la curva originale e quella trasformata coincidere, deve essere:

—2yM - o 2==2
—r—1=1
4xMyM — 4xM <+ ZyM = g e |

che ha soluzioni (xps, yy) = (—1,2).



Determinare le equazioni della rotazione di centro l'origine e angolo @ = arctan %.

Ricordiamo che le equazioni di una rotazione di centro 'origine e angolo @ sono:

{x’ = xcosa—ysina
y = xsina + ycosa

e 3 pT ) k)
Dal fatto che @ = arctan 7 Segue chetana = - = 7.

Troviamo il valore di sina e cos @ elevando al quadrato entrambi i membri dell'ultima espressione
appena scritta:

sin’ a 9

cos? a 16

Dalla formula fondamentale della trigonometria sappiamo che cos’a = 1 — sin? @ e andando a
sostituire nell'equazione precedente si ha:

sin’ a 9

1 —sin’a 16




Risolviamo l'equazione ottenuta nell'incognita sin® a:

sin” @ = (1 —sin’ @)

<2 Q. 0.2 Qo u
sin a+ﬁsm a—E—O
25 .2 9 _
ESIH 0-1—6'—0
25sinfa—9 =0
oy d
sina = %
Banalmente si ha anche:
9 16
2
cos“a=1—-— = —
25 25

da cui cosa = %.
Possiamo concludere scrivendo le equazioni delle trasformazione richiesta:

’ A
I Lo 4

3
y = 3x+ %)’



Determinare la trasformata della retta di equazione 6x + y — 1 =

\secondo la simmetria rispetto all’origine

/

SOLUZIONE La simmetria rispetto all’origine ha equazioni { ;
==Y
basta quindi applicare le sostituzioni x —+ —x e y — —y all’equazione

data, ottenendo la nuova equazione —6x — y — 1 = 0, equivalente a

6x+y+1=0

X =—-X



rDeterminare la trasformata diy = %x — 1 secondo la simmetria rispetto\]
\ all’asse x J

SorLuzioNE Applichiamo le equazioni della simmetria rispetto al-
I"asse x' basta quindi applicare le sostituzionix — xey — —y
all’equazione data, ottenendo la nuova equazione —y = 3x — 1,
equivalente a

y=—%x+l ,

Si possono evitare le frazioni moltiplicando per 2 e scrivendo I'equa-
zione in forma implicita:

2y+3x—2:0



m retta r subisce una traslazione di vettore v(1,1) e diventa \

r':y=-3x+5

Qual e I'equazione di r? /

SOLUZIONE In questo caso scriviamo le equazioni della traslazione

X' =x+1
y =y+1
ma poiché abbiamo gia I'equazione trasformata, non e necessario

invertire le equazioni?, quindi le sostituzioni da fare sono x — x +1e
¥y —» y + 1, si ottiene cosi la retta r di partenza:

y+1=-=-3(x+1)+5
Y ==3x=3+0o=1
y=-3x+1



/élale delle seguenti curve non cambia in una simmetria rispetto all’ag\
y?

e 2x—-y=1
e y=2x*+3

. yz—.l‘
ky2+1=x J

SorLuzioNE Nella simmetria rispetto all’asse x bisogna procedere con
le sostituzioni x — x e ¥ — —y. Applichiamole alle equazioni:

2x -y =1 — -2x-y=-1

y=2x>+3 — y=2(-x)*+3
y=-=% =f  y==(=x)

Y+l=x —» ¥+1=—x

solo la seconda (y = 2x* + 3) & equivalente alla sua trasformata,
quindi questa e la curva che non cambia.



Determina le componenti di un vettore v che, usato per traslare la retta w
di equazione y = ﬁx — 2, non ne faccia cambiare I'equazione. D

SOLUZIONE Si possono applicare diverse strategie ma la pit rapida si
basa sul grafico. Possiamo disegnare la retta, poiché conosciamo sia
la quota che la pendenza:

v,
1

—

: //;>
12l 11 11/3 1y
1 v ' }

T2 |
i} |

Un vettore parallelo alla retta la fara scorrere su se stessa, non fa-
cendone cambiare la posizione (e quindi nemmeno l'equazione). La
pendenza ci dice come scegliere il vettore: poiché m = 3/4, un vet-
tore con componente orizzontale 4 e verticale 3 lascera la retta al suo
posto. Quindi v(4,3)



7) Dire come si trasforma l’equazione della circonferenza xz* + y* = 1
3= 3
y =3y

Ricavate le inverse si ha: z2/9 4+ 4/2/9 = 1. L’omotetia, particolare
similitudine, trasforma infatti circonferenze in circonferenze.

nell’omotetia di equazz'om':{

8) Data la funzione di equazione: y = —3xz? + 4z — 5, sia C la sua
rappresentazione grafica; scrivere l’equazione della funzione il cui grafico C’
sia il traslato di C rispetto alla coppia ordinata (—3;4).
= — 3 r=x2+3
Yy =y+4 y=y —4
che sostituite nell’equazione della parabola danno: y/ — 4 = —3(z' + 3)2 +
4(z' +3) — 5, da cui con semplici calcoli, 3/ = —3z™ — 142’ — 16 che, essendo
fisso il sistema di riferimento, pud essere scritta: y = —3z? — 14z — 16 usando
le stesse coordinate.

Si avranno pertanto le equazioni:{ ele inverse:{




9) Dato il quadrato di vertici A(2;1), B(2;3), C(4;3) e D(4;1) deter-

. : . =i :
minare come st trasforma nella traslazione:< e nella rotazione
y =y+3
$r=9
di a = —90, cioe nella rotazione di equazioni , .
YL

Facilmente, per la traslazione si ha: A’(—5,5), B/(-5,7), C'(-3,7) e
D'(-3,5) e per la rotazione: A’(1,—2), B'(3,-2), C'(3,—4) e D'(1,—4).




Siano date le trasformazion: lineari:

r=xz+y—>5 ' =22 +y' +3
Tl{ylzza’,‘—-?)y—l eT2-{y//:_zl_y/+3

st trovi la trasformazione T' ottenuta applicando in successione la T e
la Ts, cioe si trovi T =15 o Tj.

Si avra: P(z,y) S, Pz ,4') 2 P"(z",4") e quindi:
P(z,y) —— P& =z +y—5y =2 —3y—1) —— P"(z" =
22" +y' 4+ 3,y" = —x’ — ¢y + 3) ed infine:
" __ - ey L e
T:{w =2(z+y—5)+(Qo—-3y-1)+3=4do—-y—-8

yY'=—(z+y-5)-2x—-3y—1)+3=-3z+2y+9

' =4z —y— 8
/- n_ .
Yy =—3x+ 2y+9




Scrivere le equazioni della simmetria assiale che ha come asse la retta

di equazione y = 2x — 3.

Dal sistema sopra riportato otteniamo:

-

y+y’_2(:1:+:1:’) 5
3 - ' =2z 4 22/ —
92 9 {y+y z+2z —6

1 Qe 2y —2y=-7'+z
\ 2 /-2

(22 —y = —2z+y+6
| ' +2y =24+ 2y

le equazioni della simmetria di asse r:

4 che risolto rispetto a ' e ¥ ci permette di trovare

T 4 5 5 5
g_4,.3 6
\ 5 D 5

Si verifica facilmente che, detta A la matrice della trasformazione, det A =
—1 (la simmetria assiale & infatti isometria indiretta) e che la T ¢ involutiva,

cioe coincide con la sua inversa.




